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THÉORÈME DE WHITEHEAD STRATIFIÉ ET INVARIANTS DE NOEUDS
SYLVAIN DOUTEAU
Résumé. En considérant des homotopies préservant la stratification, on obtient une notion na-
turelle d’homotopie pour les espaces stratifiés. Dans cette note, on présente des invariants d’ho-
motopie stratifiée, les groupes d’homotopie stratifiés. On montre que ces groupes d’homotopie
stratifiés vérifient un analogue stratifié au théorème de Whitehead. Comme illustration, on pré-
sente un invariant de nœud complet défini à partir des groupes d’homotopies stratifiés.
1. Espaces stratifiés
Définition 1.1. Un espace stratifié est une paire (X,ϕX) où
— X est un espace topologique,
— ϕX : X → P est une application continue, entre X et un ensemble ordonné P muni de la
topologie d’Alexandroff.
Une application stratifiée f : (X,ϕX)→ (Y, ϕY ) est la donnée d’une paire d’applications continues
f, f̂ telles que le diagramme suivant commute
X Y
P Q
f
ϕX ϕY
f̂
Ceci définit la catégorie des espaces stratifiés Strat.
Remarque 1.2. SiX est une pseudo-variété (voir par exemple [Fri, Definition 2.4.1]), on considère PX
l’ensemble des strates de X . Alors, on a une relation d’ordre sur PX donnée par S ≤ T ⇔ S ⊂ T . On
vérifie que l’application ϕX : X → PX , qui à tout point deX associe la strate à laquelle il appartient,
est continue. En particulier, la catégorie des pseudo-variétés et des morphismes préservant les strates
forme une sous catégorie pleine de Strat.
Définition 1.3. Soient f, g : (X,ϕX) → (Y, ϕY ) deux applications stratifiées. On dit que f et g
sont homotopes par une homotopie stratifiée si il existe une application stratifiée H
X × [0, 1] Y
P Q
ϕX◦prX
H
ϕY
Ĥ
telle que H|X×{0} = f et H|X×{1} = g. On dit que f : (X,ϕX) → (Y, ϕY ) est une équivalence
d’homotopie stratifiée si il existe une application stratifiée g : (Y, ϕY ) → (X,ϕX) telle qu’il existe
des homotopies stratifiées entre f ◦ g et IdY et entre g ◦ f et IdX .
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Remarque 1.4. Si f et g sont deux applications stratifiées homotopes par une homotopie stratifiée,
alors f̂ = ĝ. En particulier, si f est une équivalence d’homotopie stratifiée, f̂ est un isomorphisme
d’ensemble ordonnés. Pour la suite de ce texte, on fixe un ensemble ordonné P , et on considère des
applications stratifiées f telle que f̂ = IdP . On note Top/P la sous catégorie de Strat correspon-
dante.
Définition 1.5. On définit la catégorie ∆(P ) des P -simplexes filtrés comme suit (voir [Dou18]) :
— Les objets sont les morphismes d’ensembles simpliciaux ϕ : ∆n → N(P ), où ∆n est un
simplexe et N(P ) est le nerf de l’ensemble ordonné P .
— Les morphismes sont donnés par
Hom(ϕ : ∆n → N(P ), ψ : ∆m → N(P )) = {f : ∆n → ∆m | ψ ◦ f = ϕ}
On définit la catégorie R(P ) des P -simplexes réduits comme la sous catégorie pleine de ∆(P )
contenant les objets tels que ϕ : ∆n → N(P ) est un monomorphisme. Pour simplifier les notations,
on note ∆ϕ le simplexe filtré ϕ : ∆n → N(P ).
Remarque 1.6. Par des arguments généraux, on a l’équivalence de catégorie
Fun(∆(P )op, Set) ≃ sSet/N(P )
où sSet/N(P ) est la catégorie des ensembles simpliciaux au dessus de N(P ).
Proposition 1.7. Il existe une adjonction
|| − ||P : sSet/N(P )↔ Top/P : SingP
où ||K → N(P )||P est donné par la composition
||K|| → ||N(P )|| → P
Voir [Lur, Definition A.6.2 et Remark A.6.3]
Définition 1.8. Soit (X,ϕX) un espace stratifié. Un pointage de (X,ϕX) est la donnée d’un sous
ensemble simplicial V ⊆ N(P ) et d’une application stratifiée
φ : ||V ||P → (X,ϕX)
Définition 1.9. Soit (X,ϕX) un espace stratifié, et φ un pointage de X . On définit le foncteur
d’entrelacs homotopiques de (X,ϕX) comme
Holink((X,ϕX), φ) : R(P )
op → Top∗
∆ϕ 7→
{ (
C0P (||∆
ϕ||P , (X,ϕX))φ|∆ϕ
)
Si ∆ϕ ⊆ V
(∗, ∗) sinon
Ici, C0P (||∆
ϕ||P , (X,ϕX)) est l’ensemble HomTopP (||∆
ϕ||P , (X,ϕX)) muni de la topologie induite
par l’inclusion
HomTopP (||∆
ϕ||P , (X,ϕX)) ⊆ C
0(||∆n||, X).
En composant avec le foncteur pin, on obtient les groupes d’homotopies stratifiés de (X,ϕX)
spin((X,ϕX), φ) = pin(Holink((X,ϕX), φ))
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2. Théorème de Whitehead stratifié
Théorème 2.1. Soient X et Y deux pseudo-variétés PL, et f : X → Y une application continue
préservant les strates. Alors, f admet un inverse à homotopie stratifiée près si et seulement si, pour
tout pointage φ : ||V ||P → (X,ϕX) et pour tout n ≥ 0, f induit des isomorphismes
spin((X,ϕX), φ)→ spin((Y, ϕY ), f ◦ φ)
Par la remarque 1.2, X et Y sont des espaces stratifiés au dessus de PX et PY , et par la remarque
1.4 on se ramène au cas où PX = PY . La preuve de ce théorème découle des résultats suivants :
Théorème 2.2 ([Dou18, Theorem 3.19]). Il existe une structure de catégorie modèle sur sSet/N(P )
où les cofibrations sont les monomorphismes et où les équivalences d’homotopie sont les équivalences
d’homotopie stratifiées. De plus, les équivalences faibles entre objets fibrants sont exactement les
morphismes induisant des isomorphismes entre groupes d’homotopies stratifiés.
Lemme 2.3 ([Lur, Theorem A.6.4]). Si X → PX est une pseudo-variété stratifiée comme dans la
remarque 1.2, SingP (X) est fibrant.
Lemme 2.4. L’adjonction de la proposition 1.7 préserve les homotopies stratifiés. De plus, si X
est une pseudo-variété, pour tout pointage φ de X , spin(X,φ) = spin(SingP (X), φ).
Démonstration du théorème 2.1. Le sens direct du théorème 2.1 est une conséquence de la définition
de spin. L’idée de la preuve de la réciproque est contenue dans le diagramme commutatif suivant.
(1)
||SingP (Y )||P ||SingPX ||P ||SingPY ||P
X Y X Y
||SingPX ||P ||SingPY ||P ||SingPX ||P
||˜g||P ||SingP (f)||P
evX evY
iX
h g
iY
f
||˜h||P
evY
||SingP (g)||P
evX
On suppose que f induit des isomorphismes entre les groupes d’homotopie stratifiés. C’est donc aussi
le cas pour SingP (f). On en déduit que SingP (f) est une équivalence faible entre objets fibrants et
cofibrants donc une équivalence d’homotopie stratifiée. On note g˜ un inverse à homotopie stratifiée
près. Comme Y est PL, on dispose d’une application stratifiée canonique Y → ||SingP (Y )||P , ce
qui permet de définir g. Comme g˜ est un inverse de SingP (f), et que l’adjonction || − ||P , SingP
préserve les homotopies stratifiées, on a que g est un inverse à gauche de f à homotopie stratifiée
près. On en déduit en particulier que g induit des isomorphismes sur tout les groupes d’homotopie
stratifiés. En répétant la construction pour g, on obtient h un inverse à gauche de g à homotopie
stratifiée près. Puisque g admet un inverse à gauche et à droite, c’est une équivalence d’homotopie
stratifiée, d’inverse f . 
3. Exemple
Définition 3.1. Soit γ : S1 → S3 un noeud lisse. On note K = γ(S1). On voit S3 comme un espace
stratifié au dessus de P = {0 < 1} en définissant ϕ : S3 → P comme
ϕ(x) =
{
0 si x ∈ K
1 si x ∈ S3 \K
On note Xγ l’espace stratifié correspondant.
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Remarque 3.2. L’espace stratifié ainsi obtenu correspond à une pseudo-variété.
Remarque 3.3. l’espace topologique C0P ([0, 1], Xγ) est l’espace des applications f : [0, 1]→ S
3 telles
que f(0) ∈ K, et f(t) ∈ S3 \K, t > 0. On vérifie facilement qu’il est faiblement équivalent au bord
d’un voisinage tubulaire de K, c’est à dire à un tore.
Fixons un pointage de Xγ , φ : [0, 1]→ Xγ , et calculons son premier groupe d’homotopie stratifié.
D’après la remarque précédente, on obtient le diagramme suivant :
spi1(Xγ , φ) =
Z⊕ Z
Z Gγ
pr1 f
où Gγ est le groupe fondamental du complémentaire du nœud, et f est induit par l’inclusion du
bord d’un voisinage tubulaire de K dans le complémentaire de K. En particulier, f(Z ⊕ Z) ⊂ Gγ
est le sous-groupe périphérique. Finalement, on a le résultat suivant
Théorème 3.4. Soient γ1, γ2 : S1 → S3 deux noeuds lisses. Il existe un homéomorphisme f : S3 →
S3 tel que f(γ1(S
1)) = γ2(S
1) si et seulement si il existe une équivalence d’homotopie stratifiée
g : Xγ1 → Xγ2 .
Démonstration. Tout homéomorphisme vérifiant les hypothèses du théorème précédent est en par-
ticulier une équivalence d’homotopie stratifiée. Réciproquement, une équivalence d’homotopie stra-
tifiée induit un isomorphisme entre les groupes de noeuds préservant les sous-groupes périphériques.
Par les résultats de [Wal68] et de [GL89] cela implique qu’il existe un homéomorphisme vérifiant
les hypothèses du théorème. 
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